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([Kr], [Sm]), , Kreisel







, , G\"odel , ,
,





$\mathcal{L}_{A}=\{+, \cdot, 0,1, <\}$ , $\ulcorner\urcorner$ $\mathcal{L}_{A}$ G\"odel numbering
. $T$ $\mathcal{L}_{A}$ , $\mathrm{P}\mathrm{r}\tau(x)$ $T$
$\mathcal{L}_{A}$ G\"odel $\mathcal{L}_{A}$
, $\mathrm{C}_{0}\mathrm{n}(T)$ $\text{ }T$ $\mathcal{L}_{A}$
. $\phi(x)$ $\mathcal{L}_{A}$ , $\phi$ $T$
$\mathcal{L}_{A}$ $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{d}\tau(\phi)$ . ,
1. $\phi(x)$ $x$ $T$ Henkin G\"odel
$\mathcal{L}_{A}$ $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{d}\tau(\phi)$ .
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.2. ( ). $\mathcal{L}_{A}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}\tau(x)$ ,
$\mathrm{P}\mathrm{A}+\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}(\tau)\vdash \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{d}_{T}(\mathrm{T}\mathrm{r}_{T})$ .
, , .
3. (1) $\mathfrak{M},$ $\mathfrak{M}’$ PA . $\mathfrak{R}\mathrm{t}\subseteq \mathfrak{M}’$ , $a$
’ $b$ ’ $\models a<b$ , $\mathfrak{M}’$ end-extension
, $\mathfrak{M}\subseteq_{e}\mathfrak{M}’$ .
(2) PA , $\mathfrak{M}’$ $\subseteq$ $\mathfrak{M}’$ $\mathcal{L}_{A}$ $T$
. $\mathcal{L}_{A}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}\tau(x)$ 2 ’






(ii) $T$ ’ ,
’ $T$ . $T$
$\subseteq_{d}^{T}$ $\subseteq_{d}$ .
.
( , ) , .
4. $PA$ . .
(1) $\mathfrak{M}\models \mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}(\tau)$ .
(2) $T$ $\mathfrak{M}’$ , $\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}’$ .




5. PA $\mathfrak{M},$ $\mathfrak{M}’,$ $\mathfrak{M}’’$ ,
(1) $\mathfrak{M}\not\subset_{d}\mathfrak{M}$ ,
(2) $\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}’$ $\mathfrak{M}’\subseteq_{d}\mathfrak{M}’’$ $9X\subseteq_{d}v\mathfrak{n}’;$ .
. (1) $\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}$ . $L_{A}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(x)$ ,
$\mathcal{L}_{A}$ sentence $\phi$
$\mathfrak{M}\models \mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(\ulcorner\phi\urcorner)\Leftrightarrow \mathfrak{M}\models\emptyset$ .
, , $\mathcal{L}_{A}$ sentence $\sigma$
$\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash\sigmarightarrow\neg \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(\ulcorner\sigma^{\urcorner})$ .
.
(2) $\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}’$ ’ $\subseteq_{d}\mathfrak{M}’’$ . , $\mathcal{L}_{A}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(x)$ ,
$\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}()}^{;}x$ , $\mathcal{L}_{A}$ sentence $\phi$
$\mathrm{m}\models \mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{P}\mathrm{A}(^{\ulcorner}\phi\urcorner)\Leftrightarrow \mathfrak{M}’\models\emptyset$
$\mathfrak{M}’\models \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{p}}’(\mathrm{A}\emptyset^{\urcorner}\ulcorner)\Leftrightarrow \mathfrak{M}’’\models\emptyset$ .
,
$\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}’’(X)=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(\ulcorner \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{P}}(’)^{\urcorner}\mathrm{A}X)$
, $L_{A}$ sentence $\phi$
$\mathfrak{M}\models \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathrm{p}\mathrm{A}(^{\ulcorner}}’’\phi\urcorner)\Leftrightarrow \mathfrak{M}’’\models\emptyset$ .
, $\mathrm{P}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(X)$ $\Sigma_{1}$ , $\mathfrak{M}\subseteq$ $v\mathfrak{n}’$ , $\mathcal{L}_{A}$ sentence $\phi$
$\mathfrak{M}\models \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(\ulcorner\phi\urcorner)$ ’ $\models \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(^{\ulcorner}\phi\urcorner)$ , $\mathfrak{M}’’\models\phi$ .
$\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}’’$ .
Jech [Je] . ([Je]
,
, . , Jech
.)
6. PA , Con(PA) PA .
86
. PA , PA Con(PA) .
. ,
$\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash\sigmarightarrow\neg \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(\ulcorner\urcorner)\sigma$
$\mathcal{L}_{A}$ sentence $\sigma$ . , PA , $\mathfrak{M}\models\sigma$
,
.
PA , PA $\mathfrak{M}_{1}$ . 1
1 $\models\neg \mathrm{P}\mathrm{r}PA(^{\ulcorner}\sigma^{\urcorner})$ 1 $\models \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathrm{p}\mathrm{A}+\neg\sigma)$ . 4
$\mathfrak{M}_{1}\subseteq_{d}\mathfrak{M}_{2}$ $\mathrm{P}\mathrm{A}+\neg\sigma$ $\mathfrak{M}_{2}$ . ,
$\mathfrak{U}_{2}$ . $\mathfrak{M}_{1}$ 2 $=\mathfrak{M}_{1}$ . ,
$\mathfrak{M}_{2}$ .
PA Con(PA) 2 $\models$ Con(PA).
, 4 2 $\subseteq_{d}\mathfrak{M}s$ PA $\mathfrak{M}_{3}$ . $\mathfrak{M}_{2}$
2 $\models \mathrm{P}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(\ulcorner\urcorner)\sigma$ . 3 $\models\sigma$ , $\mathfrak{M}_{3}$ . –
, $\mathfrak{M}_{3}\subseteq_{d}\mathfrak{M}_{4}$ PA $\mathfrak{M}_{4}$ .
, 5 , $\mathfrak{U}\mathrm{t}_{2}\subseteq_{d}\mathfrak{M}4$ . $\mathfrak{M}_{2}\models \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{A}(\ulcorner\urcorner)\sigma$ 4 $\models\sigma$ .
$\mathfrak{R}l_{4}$ . . .
.
7( ). PA $PA\Psi$ Con(PA).
At $=\{\mathfrak{M}:\mathfrak{M}\models \mathrm{P}\mathrm{A}\}$ . , $\subseteq_{d}$ $\mathcal{M}$
. Solovay ,
.
Solovay p $\mathrm{P}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(X)$ .
8. , , PRL .
(1) $=-$$\overline{=}-_{E}\mathrm{n}\iota 1\mathrm{r}1$ :
propositional variables: $p_{0},p_{1},p_{2},$ $\ldots$ ,
propositional connectices: $\square$ .
(2) : tautology,
$\square A\wedge\square (Aarrow B)arrow\square B$ ,
$\square Aarrow$ A,
$\square (\square Aarrow A)arrow\square A$ .
87
(3) :
$A,$ $Aarrow B\vdash B$ ,
$A\vdash\coprod A$ .
9. PRL sentence $\mathcal{L}_{A}$ sentence $()^{*}$ ,




10 (Solovay). PRL sentence $A$ , .
(1) $\mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{L}\vdash A$.
(2) interpretation $()^{*}$ , $\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash A^{*}$ .
(1) $\Rightarrow(2)$ . ( .) (2) $\Rightarrow(1)$
. Solovay . , $A$ PRL
, interpretation $()^{*}$ , $\mathrm{P}\mathrm{A}\# A^{*}$ .
PRL Kripke . PRL $A$
, $A$ PRL Kripke . Solovay
interpretation . interpretation
.
$n$ , $X=\{1,2, \ldots, n\}$ . $\triangleright$ $X$ transitive, well-
founded , $i\in X$ $\mathrm{O}\triangleright i$ .
13 (Solovay). $\mathcal{L}_{A}$ $\mathcal{L}(x)$ .
(1) $\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash\exists 1L(x)$ A $\forall x(L(x)arrow 0\leq x\leq n)$ .
(2) $\mathbb{N}\models L(0)$ .
(3) $i=0,1,$ . $,$ $,$ $,$ $n$ , $\mathrm{P}\mathrm{A}+L(i)$ . (4) $0\leq i,j\leq n,$ $i\triangleright j$
,
$\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash L(i)arrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathrm{p}\mathrm{A}+L(j))$ .
(5) $1\leq i,j\leq n,$ $i\beta j$ ,
$\mathrm{P}\mathrm{A}\vdash L(i)arrow \mathrm{P}\mathrm{r}_{\mathrm{P}\mathrm{A}}(^{\ulcorner_{\neg}}L(j)^{\neg})$ .
$X$ $\triangleright$ $A$
. Solovay , ,
validity interpretation .
88
, $X$ , $A$
PA .
14. $1\leq i,j\leq n,$ $\mathfrak{M}\models \mathrm{P}\mathrm{A}+L(i)$ . , .
(1) $i\triangleright j$ .
(2) $\mathfrak{M}\subseteq_{d}\mathfrak{M}’$ ’ \models PA+L( .
$(M, \subseteq_{d})$ . $\mathcal{M}$ , Con(PA) ,
. ,
. , . $\subseteq_{d}$
. Jech , $\subseteq_{d}$
. ,
. , $(X,$ $\triangleright)$ , $(\mathcal{M}, \subseteq_{d})$
, – , $(X,$ $\triangleright)$
. . – , Solovay
, .
, Solovay . ,
Rosser sentence .
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